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ABSTRACT

In this study, a closed-form analysis has been developed for the transverse shear behavior of thin-walled 
composite beams with closed cross-sections. The shear flow distributions and cross-section stiffness coefficients 
are derived analytically by using a mixed beam approach. The theory has been applied to single-celled 
composite box-beams with elastic couplings. The location of the shear center and the effect of transverse shear 
deformation on the static behavior of composite beams are investigated in the framework of the analysis. The 
present results are validated against those of a two-dimensional finite element analysis and a good correlation 
has been obtained for box-beam cases considered in this study.

초  록
본 연구에서는 폐쇄형 단면을 갖는 박판 복합재료 보의 정밀 1차원 보 해석모델을 개발하였다. 혼합보 이론을 이용하여 

복합재료 보에 대한 전단 흐름 분포 및 단면 강성 행렬에 대한 엄밀해 표현식을 유도하였다. 이를 단일 세포 상자형 단면을 
갖는 복합재료 보에 적용하여 상자형 보의 단면 강성행렬에 대한 엄밀해 표현식을 얻었다. 상자형 복합재료 보의 전단 중심
을 계산하였으며, 전단 변형 효과가 폐쇄형 단면 보의 정적 거동에 미치는 영향에 대해서 고찰하였다. MSC/Nastran을 이용한 
유한요소 해석을 통하여 본 연구의 타당성을 보였다.
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1. 서 론
헬리콥터 로터 블레이드는 성능 향상을 목적으로 비강성 

및 비강도가 우수한 복합재료로 제작되며, 형상은 대개 폐쇄
형의 박판 형태를 취하고 있다. 해석상의 관점에서 복합재료 
로터 블레이드는 단면의 제원에 비하여 길이가 매우 큰 특징
을 이용하여 1차원 보로 모델링하는 것이 효과적이다. 이 경
우 보다 정확한 보의 해석을 위해서는 복합재료의 탄성 연성 

및 전단 변형과 같은 비고전적 보의 특성을 효과적으로 모사
할 필요가 있다. 아울러 에어포일과 같이 복잡한 단면 형상으
로 구성되는 헬리콥터 블레이드의 정적 및 동적 해석을 위해
서는 하중 작용점의 이해와 함께 전단 중심과 같은 단면의 고
유 성질을 정확히 계산해 내는 것이 중요하다.

최근, 복합재료 보의 전단 변형에 관한 연구들이 문헌에 보
고된 바 있다. 정 등[1-2]은 유연도법과 강성도법을 결합한 혼
합법을 사용하여 탄성 연성 효과 및 전단 변형, 워핑 구속과 
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같은 비고전적 효과를 고려한 개방형 단면 보에 대한 이론을 
개발하고 이를 통하여 정적 구조해석을 수행하였다. 개방형 단
면 보의 경우, 세장비 및 복합재료의 적층에 따른 탄성 연성 
효과가 전단 변형 거동에 매우 중요함을 보였다. Chandra 등
[3]은 인장-비틀림 연성을 갖는 이중 세포 복합재료 블레이드
에 대한 해석적 및 실험적 연구를 수행하였다. 최종적인 단면 
강성 행렬의 크기는 [9×9]이며, 여기에는 전단 변형 효과를 기
술하기 위해서 전단 변형률의 편미분 형태가 미지수로 추가되
었다. 이러한 미지수의 증가는 보 이론 전개상의 복잡성을 증
가시키는데 기여하고 있다.

1차원 보 해석에서 전단 중심을 정확히 계산하는 것은 매
우 중요하다. 등방성 재료로 제작된 보의 경우 전단 중심은 
비교적 간단히 계산되나 복합재료 보의 경우 인장-전단 및 굽
힘-전단 연성 등과 같은 비고전적 특성이 추가로 고려되어야 
한다. 그러나, 일반 등방성 재료로된 보의 경우와는 달리 복합
재료 보의 경우에는 운동 상호간의 연성이 존재함으로 인하여 
전단 중심을 정의하는 것이 쉽지 않다. Kosmatka[4]는 복합재
료 보에서 전단 중심에 대한 정의에 따라서 그 결과 값에 다
소 차이가 있음을 보였으며, 전단 중심을 계산한 결과 
Reissner 방법[5]을 적용할 경우 Griffith-Taylor 방법[6]보다 도
심에 더욱 근접함을 보였다. Lee[7]는 개방형 단면 보에 대한 
워핑 함수(warping function)를 이용하여 전단 중심을 구했으
며, 전단 중심의 위치가 복합재료의 적층각에 따라 달라짐을 
보였다.  Wenbin 등[8-9]은 점근사적인(asymptotic)방법을 이용
하여 단면에 대한 유연도 행렬을 구하고 도심에 대한 모멘트 
평형 조건을 이용하여 전단 중심을 구했다.

본 연구는 기존에 수행된 개방형 단면 복합재료 보[1]의 확
장으로서 폐쇄형 박벽 복합재료 보에 대한 전단 변형 거동 연
구를 수행하였다. 단면 벽은 2차원 각 요소로 가정을 하였으
며, 기존의 고전 적층판 이론을 재구성한 반역변환 형태의 구
성방정식을 사용하였다. 임의의 단면 형상을 모델링하기 위하
여 단면의 중심선(contour line)을 유한개의 선분으로 분할하고 
여기에 수치 적분을 적용하여 단면 강성행렬 및 전단 흐름 분
포 그리고 전단 중심 등을 구하였다. 본 연구의 타당성을 입
증하기 위하여 MSC/Nastran을 이용한 2차원 유한요소 해석을 
수행하였다. 아울러 전단 변형의 고려 유무가 보의 정적 거동
에 미치는 영향에 대하여 고찰하였다.

2. 이   론
Fig. 1은 길이가  인 폐쇄형 단면형상을 갖는 보의 좌

표계 및 변위 성분들을 나타내고 있다. 보의 벽면은 2차원 
각(shell) 요소로 가정하며, 단면 벽의 중심선을 따르는 -
축과 여기에 수직인 -축을 따라 각 변형 성분 와 을 
정의한다. 2차원 각 변형 성분은 기하학적 고찰에 의하여 
다음과 같이 1차원 보의 변위 및 회전 성분으로 기술 할 

수 있다. 이 때 과 는 단면 내 임의의 지점에 대한  및 
 좌표상의 거리를 나타낸다.
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하첨자 s는 단면벽의 중심선 좌표에 대한 도함수이며, 
는 각각 보의 좌표계에 대한 변위성분, φ는 x축에 

대한 비틀림 성분이다 (Fig. 1 참조). 미소 변형율 가정을 
통하여 단면 벽의 변형율-변위 관계식을 구하면 다음과 같
다.  

ε

γ φ
κ β β φ
κ φ

(2)

여기서 β와 β는 y와 z축에 대한 단면의 회전 성분을 나
타낸다. 인장 방향 변위 성분을 구하기 위해, 먼저 단면의 
회전 성분, 전단 변형율 성분 γ γ , 그리고 기울기 성분

과의 관계식을 표현 하면 다음과 같으며,

γ β
γ β

(3)

단면 벽의 전단 변형율 γ  성분을 보의 전단 변형율 성분
γ γ 으로 표현 하면 다음과 같다.

γ γ γ (4)

식(3)을 식(4)에 대입한 후, 식(2)에서 γ 에 대한 표현식과 
연립하여 에 대하여 정리 한 뒤, s에 대하여 적분을 하
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면 다음과 같은 인장 방향 변위에 관한 식을 구할 수 있
다.[10].

β β ωφ (5)

한편, 2차원 각 요소에 대한 힘 성분들과 이에 대응되는 변형
율 성분들에 대한 관계식은 고전적층각이론[CLST]으로부터 
구한다[11].

ε
κ

(6)

여기에서 , , ε 그리고 κ는 아래와 같다.

ε ε ε γ

κ κ κ κ

(7)

위 식에서 원환응력 성분의 크기를 무시할 만큼 작다고 가정하
고( ) 행렬식을 반역변환 형태로 고쳐 쓰면 다음과 같
다.
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식(8)과 같이 반역변환 형태로 표현된 구성방정식을 고려하기 
위하여 Reissner의 반보족 에너지 함수를 도입하여 변분식 형
태로 기술하면 다음과 같다.

δ Φ γ κ γ

(9)

여기에서 Reissner 범함수( Φ )는 다음과 같이 정의한다.

Φ ε κ κ γ κ

(10)

식(9)에 부분적분을 취하면, 단면 합 전단 응력( ) 및 환
주 모멘트( ) 성분을 아래와 같이 구할 수 있다.

(11)

식(8)을 이용하여 식(11)을 다시 정리하면, 다음과 같이 쓸 수 
있다.

φ ω

φ ω

(12)

식(12)에서 는 폐쇄형 단면에서 전단 응력및 
환주 모멘트(hoop moment)이고, 과 은 지선 전단 흐름
(branch shear flow)을 나타낸다. 이때, 다음과 같은 단면 벽의 
연속 조건을 이용하면 전단 응력과 환주 모멘트를 구할 수 
있다. 

(13)

식(2)와 (8)을 식(11)에 대입하여 전단 응력과 환주 모멘트에 
대하여 정리하면 아래와 같이 쓸 수 있다.

(14)

여기에서

β β φ φ
(15)

이다. 식(14)에서 는 순환 전단 흐름(circuit shear flow)이
며, 는 상수 전단 흐름(constant shear flow)을 나타낸다. 
식(14)를 식(12)에 대입하여 단면 합 전단 응력과 환주 모
멘트 성분에 대하여 정리하면,

φ ω

φ ω

(16)

이다. 여기서, 오른쪽 두 번째 항은 폐쇄형 단면에서 지선 전
단 흐름으로서 식(14)를 이용하여 다시 쓰면 다음과 같다.

φ ω

φ ω

(17)

여기에서 오른쪽 두 번째 항은 상수 전단 흐름과 지선 전단 
흐름을 결합한 전단 흐름 분포를 나타낸다. 식(17)은 임의
의 단면 형상을 갖는 복합재료 보에 적용할 수 있다. Fig. 
1과 같은 박판 사각 단면 형상에 적용할 경우 각 변위 성
분에 대한 전단 흐름 분포는 다음 식과 같이 유도된다.
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식(18)에서 상첨자는 단면의 지선 번호를 나타내며(Fig. 2), 
는 단면의 중심선을 따르는 곡선좌표계의 축 방향 변수

이다. 식(17)을 식(9)에 대입한 후, 단면에 대하여 적분하면 
보의 힘-변위 관계식을 다음과 같이 얻을 수 있다.

(19) 

이때

ω

β β φ φ γ γ
(20)

여기서 하중성분 은 축 방향에 대한 인장력, 와 는 
굽힘 모멘트, 는 St. Venant 토오크, 

ω
는 Vlasov 워핑 

모멘트, 그리고 와 는 전단력이다. 식(19)에서 는 
[7×7]의 크기를 갖는다. 이때 은 인장 강성, 와 는 
굽힘 강성, 는 비틀림 강성, 그리고 과 은 전단 
강성을 나타낸다. 비대각 성분들은 복합재료 적층형태에 
따른 연계효과를 나타내는 성분들로서, 는 인장-비틀림 
연계 성분, 와 는 굽힘-비틀림 연계 성분을 나타낸
다. 인장-비틀림 연계 적층의 경우 굽힘-전단 성분( )

이 존재하며, 굽힘-비틀림 연계 적층의 경우에는 인장-전단 
성분( )이 존재한다. 편의상 수식 유도는 문자 처리가 
가능한 소프트웨어인 Mathematica[12]를 이용하였다.

3. 결과 및 검토
본 연구에서는 폐쇄형 단면을 갖는 복합재료 보에 대한 정적 

해석을 수행하였다. 해석에 사용된 보의 형상, 적층 형태, 수치 
적분 구간 및 방향, 그리고 지선 번호를 Fig. 2에 나타냈다.
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[θ 6] [θ 6]
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Fig. 2  Layup geometry of an extension-torsion coupled box beam.

참고로 Fig. 2에 나타낸 적층각은 단면의 중심선에 대한 국부
좌표계를 기준으로 하였으며, 이러한 적층은 인장-비틀림 연계 
특성을 갖는다.

박벽 보에 대한 전단 변형 거동을 해석하기 위해서는 먼저 단
면 벽에 대한 전단흐름을 구해야 한다. 폐쇄형 단면 보에서 전단 
흐름은 지선 전단 흐름과 상수 전단 흐름의 합으로 표현된다. 식
(18)로부터 구한 상자형 단면의 전단 흐름 분포를 각 변위 성분
들에 대해 개별적으로 도시하여 나타내면 다음의 Fig. 3과 같다.
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Fig. 3  Distribution of shear flow resultants.

이상에서 얻은 전단 흐름 분포를 이용하면 보의 전단 중심의 
위치를 구할 수 있다. 전단 중심은 전단력이 작용했을 때 비
틀림을 동반하지 않는 단면 내의 고유 지점이다. 본 연구에서
는 앞서 유도된 식(18)을 이용하여 전단 중심을 구하였다. 각 
지선에 대하여 전단 흐름 분포식( )을 적분하여 지선별 
전단력을 계산한 뒤 임의의 지점(도심)에 대하여 모멘트 
평형 관계식을 구성하면 전단 중심의 위치를 구할 수 있
다. Fig. 3의 (b)와 (c)에 도시된 바와 같이 도심으로부터 
전단 중심까지의 거리를 각각 와 라 하고, 식(18)을 이
용하여 도심에 대한 모멘트 평형 방정식을 유도하면 전단 
중심의 위치는 다음과 같이 표현된다.

(21)

여기에서 와 는 각각 z 및 y 방향으로 작용하는 전단
력을 나타낸다.

유도된 전단 관련 강성 계수를 이용하여 횡전단 효과를 고
찰하기 위하여, MSC/Nastran의 2차원 정밀 유한요소 해석 결
과와 비교연구를 수행하였다. 해석에 사용된 복합재료 보 모
델의 세장비(l/2h) 및 적층각은 각각 10과 15o이고 

, , 로서 복합재료의 기
계적 물성 값은 Table 1에 나타내었다. MSC/Nastran을 이용
한 정밀 유한요소 해석에는 4절점 사각형 요소(CQUAD4) 
1,149개가 사용되었다. 단위 하중 하에서 보의 길이방향 처
짐의 크기에 대하여 유한 요소 해석과의 비교 결과를 Fig. 
4에 도시하였다. 그림에 나타난 바와 같이 횡전단 변형 효
과는 보의 변형에 최대 14.9%의 오차범위 내에서 영향을 
주고 있음을 알 수 있다.

Fig. 5는 세장비의 변화와 인장-비틀림 연계 적층 및 굽힘-
비틀림 연계 적층 형태에 따른 단면의 횡 전단변형의 효과를 
보여주는 비교결과이다. 인장-비틀림 적층의 경우는 Fig.2와 
같으며, 굽힘-비틀림 적층의 경우는 2와 3번째 지선 적층각의 
방향이 반대( θ )인 적층이다. 여기서 상대 오차(relative 
error)는 전단 변형이 고려된 변위와 고려되지 않은 변위와
의 차이를 백분율로 나타낸 것이다. 낮은 세장비에서 횡 
전단변형의 효과가 더욱 중요함을 알 수 있다. 아울러 인
장-비틀림 연계 적층의 경우 굽힘-전단 연성항의 영향이 
굽힘-비틀림 적층보다 크게 작용하기 때문에 상대 오차가 
더욱 큼을 알 수 있다.

Properties Values

ν

141.9 GPa
9.78 GPa
6.13 GPa

0.42
0.127 mm

Table 1 Material properties of AS4/3501-6 graphite/epoxy lamina

4. 결  론
본 연구에서는 폐쇄형 단면을 갖는 박판 복합재료 보에 대

한 전단 변형 거동에 관한 연구를 수행하였다. 폐쇄형 단면을 
갖는 박판 복합재료 보에 대한 전단 흐름 분포를 엄밀해 형태
로 유도하였으며, 이를 이용하여 전단 중심의 위치를 구하였
다. 단일 세포의 상자형 단면 복합재료 보의 해석 결과 전단 
변형을 고려하지 않을 경우 세장비가 작은 복합재료 보의 경
우 매우 큰 오차가 존재함을 보였으며, 굽힘-비틀림 연계 적층 
보다는 굽힘-전단 연성 효과가 존재하는 인장-비틀림 연계 적
층에서 그 영향이 더욱 크게 작용함을 입증하였다. MSC/ 
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Nastran을 이용한 2차원 유한요소 해석과 비교 연구 결과 폐쇄
형 단면을 갖는 박판 복합재료 보에 대한 전단 변형 효과가 
적절히 모사되었음을 확인하였다. 본 연구 결과는 단면상수 및 
비틀림 축과의 오프셋 등을 제공함으로서 보다 정확한 회
전익 공탄성 및 안정성 해석에 활용될 수 있을 것으로 사
료된다.
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Fig. 4  Effect of transverse shear on tip displacements.
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Fig. 5  Relative error with changing slenderness ratios.
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